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Da die beiden Beitrage [SCHWARZ, 2020ab] eine hervorragende Darstellung der Zusammenhéange
und eine sehr ausfihrliche Beschreibung des Rechenganges enthalten, die sicher ihren Weg in die
Praxis finden, folgen einige Anmerkungen, die zur Akzeptanz der beschriebenen Vorgehensweise
beitragen sollen.

Typ-B-Beitrage an der Messunsicherheit sind nicht zwingend gleichverteilt!
Messunsicherheiten des Typs B bezeichnen solche Unsicherheiten, die nicht als
Standardabweichungen aus empirischen Messreihen (Wiederholungen) abgeleitet werden. Seit
langem haufen sich in der geodatischen Literatur nun die Beispiele, in denen den Typ-B-
Unsicherheiten unterstellt wird, dass sie (immer) aus gleichverteilten Zufallsprozessen innerhalb
eines festen Intervalls abzuleiten sind. Gleichverteilte Zufallsprozesse sind Prozesse, bei der die
Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines Zwischenwertes innerhalb eines Digits fiir jeden
Zwischenwert gleich grof8 ist (Quantisierungsfehler), beispielsweise Ablesungen einer Digitalanzeige.
Damit ist dann auch schon das Vorkommen gleichverteilter ZufallsgréBen in der Geodasie
weitgehend erschopft, auch wenn man beispielsweise vermuten kdnnte, dass das Spiel einer
Zwangszentrierung (vereinfachte Vorstellung: einfacher Steckzapfen) ebenfalls zu einer
Gleichverteilung fuhrt, weil auf einem Durchmesser der Bohrung die Mittelpunkte des Zapfes
innerhalb bestimmter Grenzen (dem Zentrierspiel) mit gleicher Wahrscheinlichkeit alle Positionen
annehmen kann. Fir die Flache ist das auch richtig, auch noch, solange man lediglich einen einzigen
Durchmesser betrachtet. Betrachten wir aber
----- SRR f ~ - Koordinaten”, wird schnell klar, dass sich im
: : : ' mittleren Bereich der x-Koordinate eine Haufung
ergibt, sobald wir auch eine Verschiebung des
Zentrums in die y-Richtung erlauben, also die
Gleichverteilung liber die Flache angenommen
wird. Analoges gilt fiir die y-Koordinate. Diese
Situation entsteht, wenn der Zapfen nicht an den
: _ o ") Rand gedriickt wird, sondern beliebige Positionen
----- : fo ] ﬁ",_;.. - einnehmen kann. Betrachtet man nun die
' ' - ' ‘" Situation, bei der der Zapfen durch die
Klemmschraube immer an eine Randposition
gedrickt wird, ergibt sich zwar in Bezug auf den
: : ' Umfang (Winkel) eine Gleichverteilung (die
i theoretische _____ ~ Ausrichtung der Schraube ist zufllig), in Bezug
' Verteilung auf die Koordinaten aber eine Haufigkeit an den
Randern des Intervalls. Die zugehorige
— ! Standardunsicherheit ldsst sich mit [SCHWARZ,
: 0 : 1 202043, (4), Seite 73], berechnen, wobei fir f(x)
Ax, normiert die Kreisgeometrie beriicksichtigt werden muss.
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An diesem Beispiel wird anschaulich, dass sich aus dem — recht konkreten — Vorwissen tber das
Auftreten von Abweichungen Unsicherheitsbeitrage des Typs B fiir jede Koordinatenrichtung
ergeben, die definitiv keiner Gleichverteilung unterliegen — auch wenn es gerne postuliert wird.

Obwohl nun einige — insbesondere geodatische — Beitrage fiir nicht-empirisch zu erhaltende
Unsicherheitsbeitrage des Typs B empfehlen, eine Gleichverteilung zu unterstellen, ist diese Praxis
nicht sachgerecht und kann zu falschen Ergebnissen fiihren. Vermutlich entstand diese
Fehlinterpretation des GUM aufgrund der Beispiele in Abschnitt 4 der [ISO/IEC, 2008]. Diese wollen
lediglich erklaren, wie bei bekannter Wahrscheinlichkeitsdichte die zugehoérige Standardabweichung
berechnet wird. Hierflr wird der Einfachheit halber das Beispiel einer gleichverteilten ZufallsgroRe
gewahlt. Abschnitt 3.3.5 des GUM statuiert aber klar, dass im Falle des Fehlens von
empirischer/statistischer Informationen eine addquate, vernlinftig gewéahlte Verteilung(-sfunktion)
bzw. Wahrscheinlichkeitsdichte f{x) angenommen werden soll, um die Typ-B-Standardunsicherheit
zu berechnen. Abschnitt 7.2.7 des GUM weist darauf hin, dass diese Annahmen dokumentiert
werden missen, (beispielsweise wie in [SCHWARZ, 2020a, Tabelle 4, S. 127]), um
Nachvollziehbarkeit, Transparenz und evtl. auch Modifikation zu gewahrleisten. Nur wenn die
angenommene Wahrscheinlichkeitsdichte realitdtsnah ist, fihrt die Berechnung der (kombinierten)
Messunsicherheit zu realistischen bzw. realitdtsnahen Ergebnissen. Es bleibt zu hoffen, dass die in
der geodatischen Literatur haufig erfolgte Unterstellung der Gleichverteilung von Typ-B-
Messunsicherheiten die hauptsachliche Ursache fiir die bisherige Inakzeptanz des GUM in der
Geodasie war, und dass sich die Hirde durch Anwendung von GUM-Abschnitt 3.3.5, also
Bericksichtigung realitatsnaher Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen, Gberwinden lasst.

Was ist nun zu empfehlen, wenn zwar klar erkennbar ist, dass ein Effekt eine nicht zu
vernachlassigende Wirkung auf die MessgréRe hat (und somit definitiv zu beriicksichtigen ist!), aber
die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion unbekannt ist? In der Regel wird zumindest das AusmaR des
Effektes bekannt sein. Wenn sich das AusmaR eher durch scharfe Grenzen beschreiben lasst, ist
meistens die Annahme einer Gleichverteilung innerhalb dieser Grenzen verniinftig. Sollte sich das
Ausmal nicht durch Grenzwerte beschreiben lassen, die nie Gberschritten werden, wiirde die
Annahme einer GauRB-Verteilung (Normalverteilung) die Situation realistischer beschreiben. Damit
soll definitiv nicht gesagt werden, dass die Verteilung exakt einer GauBverteilung folgt, sondern
lediglich erreicht werden, dass der Effekt seiner Natur nach mit vertretbarem Aufwand so verniinftig
wie moglich beriicksichtigt wird. Konkret treffen solche Uberlegungen auf alle in [SCHWARZ,2020ab]
behandelten Typ-B-Unsicherheitsbeitrage zu, namlich Refraktionskoeffizient, atmospharische
Korrektion, zyklischen Abweichungen und die Geoidundulation (Tabelle 4, S. 82 und im
Zahlenbeispiel 2 ab S. 213 bzw. Abb. 19). Denn bei genauerer Uberlegung ist es nicht einzusehen,
warum alle genannten Beitrage innerhalb der angegebenen Grenzen mit gleicher Wahrscheinlichkeit
auftreten und diese Grenzen nie lberschreiten werden. Fachlich gesehen waren hier realistischere
(GauB-dhnlichere) Verteilungen anzusetzen, insbesondere beim Refraktionskoeffizienten, der
nachweislich Werte im Bereich von -2 und +10 annehmen kann, typischerweise aber im bodennahen
Bereich um den Wert 0,5 bis 1 schwankt. Wie auch immer, die Annahme von deutlich
unterschiedlichen Verteilungen in den in [SCHWARZ, 2020] genannten Beispielen mag didaktischen
Uberlegungen geschuldet sein. Diese Beispiele zeigen auch das rasche Verschmelzen zu einer
Normalverteilung [SCHWARZ, 2020b, Abb. 20, S. 214] und damit exemplarisch die Giiltigkeit des
zentralen Grenzwertsatzes der Statistik. Entkraftet werden damit auch die Bedenken, die nach GUM
erhaltenen Unsicherheiten nicht zu einer statistischen Analyse auf Basis einer Normalverteilung
nutzen zu kdnnen. Diese statistische Analyse wird sogar realitdtsnaher, weil Daten verwendet
werden, die die auf den gesamten Messprozess einwirkenden Stérungen so umfassend wie moglich
abdecken.
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Zur Monte-Carlo-Methode

In [SCHWARZ, 2020b] wird gezeigt, dass die Ermittlung von Standardabweichungen bzw.
Standardunsicherheiten zu realistischeren Werten fiihrt, wenn die Streuung der ZielgréRen mittels
der Monte-Carlo-Methode berechnet werden. Nattrlich gibt es auch elegante Methoden wie die
Sensorfusion unter Nutzung diverser Filter, jedoch sind diese fiir den Anwender (noch) wenig
bekannt und erst recht in der Praxis nicht zuganglich. Demgegeniiber ist die Ausgleichung nach
vermittelnden Beobachtungen ein vertrautes Werkzeug, das allerdings hinsichtlich der Fortpflanzung
von a-priori-Varianzen zu wenig hinterfragt wird. Bereits [AWANGE et al, 2010] und [GRAFAREND,
SCHAFFRIN, 1993] nutzen fiir die Genauigkeitsangabe der ZielgroRRe nicht den im
Ausgleichungsprozess ermittelten geschatzten Wert 6, sondern generell den a-priori-Wert ¢ im
Endergebnis. Damit tragen sie der Tatsache Rechnung, dass durchaus zusatzliche — und damit zu
beriicksichtigende — Einfllsse, die mit o beschreibbar sein, jedoch nicht durch Streuung der
Beobachtungen realisiert werden, vorhanden sein kénnen, wahrend die ermittelte
Standardabweichung &, lediglich die in den Residuen vorhandenen Abweichungen wiedergibt. Dass
die in den Residuen vorhandenen Streuungen eine Situation unvollstandig beschreiben, moge ein
Beispiel zeigen: Die Abweichungen durch unsaubere Zentrierung tGber einem Punkt bleiben bei der
Netzausgleichung meistens unbericksichtigt. Nur wenn die Messung bei unterschiedlichen
Zentrierungen durchgefiihrt wird, wird dadurch die Streuung der Zentrierung auf die Residuen (der
Richtungs- und Distanzbeobachtungen) libertragen. Nun kénnte man versuchen, die
Zentrierunsicherheit zu bericksichtigen, indem man den Punktkoordinaten in der Kovarianzmatrix
entsprechend hohere Werte zuteilt. Dies ist jedoch nicht zielfihrend. Denn tGberdenkt man den
gesamten Messprozess, wird man bei allen Beobachtungen zusatzliche Unsicherheitseinfliisse finden,
die jedoch in dem Datensatz der Beobachtungen nicht als Streuung auftreten, sondern als eine
einzige Realisierung. In [SCHWARZ, 2020ab] sind ausreichend Beispiele genannt. Bisherige Praxis ist,
die Varianzen in der Kovarianzmatrix der Beobachtungen entsprechend zu erhéhen. Dadurch werden
alle Werte in der Kovarianzmatrix groRer. Nun bericksichtigt der Ausgleichungsprozess (leider!)
lediglich die relativen GroRenverhaltnisse innerhalb der Kovarianzmatrix, aber nicht die eine

allgemeine Erhéhung, beispielsweise durch den Faktor i =ﬂi. Dies lasst sich einfach zeigen:

Gegeben sei das Modell mit der Designmatrix A, dem Unbekanntenvektor x, den Beobachtungen [
und den Residuenr

Ax=1l+r  mitD() =Pt =c?uP™! (1)
wobei D (1) als Dispersionsmatrix die a-priori-Varianz-Kovarianzmatrix enthdlt. Dann ergibt sich der
Unbekanntenvektor x

E=APHTAPD

mit der Faktorisierung

P=up (2)
Zu
2=@uPA AP
=@PDTT@APD (3)

wobei deutlich wird, dass das Ergebnis bei Veranderung der Kovarianzmatrix um einen Faktor u
(wobei die Gewichtsmatrix zu P wird) unverandert bleibt. Mit anderen Worten: es wird immer
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derselbe Unbekanntenvektor erhalten, egal, mit welchem Faktor die Kovarianzmatrix verandert

wurde. Gleiches gilt fir die Dispersionsmatrix D(X)
#'Pf

2(2) = 6-(§Qxx == ;_@,BA)_ll

4
mit v : Anzahl der Freiheitsgrade und 7 gemaR (8) (4)
wobei sie sich wegen
=A uPA =4 PA?
Qux=AnPA) 4'P4) (5)
und
~2 _T'PT ~2 _t'PT
O === u (65 ==—=1) (6)
D(R) unverandert als
- PP? L= aneq
D@ ==—=4PA) (7)
darstellt. Mit den gleichen Uberlegungen I3sst sich auch die Unabhingigkeit der Residuen r
A ’ -1 ’ _
f=A(A4PA) APD-I (8)
sowie der Dispersionsmatrix der ausgeglichenen Beobachtungen
D) =62 A4 PAA
D(D =65 A PAHT A .

vom globalen Varianzfaktor u = ui zeigen. Er schlagt sich lediglich in der geschétzten Varianz &

nieder. Das bedeutet, alle Ergebnisse (d.h. die unbekannten ZielgroRen sowie ihre
Standardabweichungen) sind unabhangig vom Faktor ¢ und somit unabhangig von einer globalen
VergroBerung der Kovarianzen. Das Ausgleichungsergebnis berlicksichtigt also lediglich
Unsicherheitsanteile, die im Beobachtungsmaterial selbst als Streuung enthalten sind, und nicht
jene, die nicht als Streuung enthalten sind.

Die Wirkung von zufalligen Abweichungen in Beobachtungen, die aber im Beobachtungsdatensatz
ungliicklicherweise nur in einer einzigen Stichprobe vorkommen, lasst sich nun durch Simulation in
Form der in [SCHWARZ 2020b] beschriebenen Monte-Carlo-Methode ermitteln. Dieses Verfahren
garantiert, dass derartige Effekte unter Beriicksichtigung ihrer funktionalen Zusammenhange im
Hinblick auf die ZielgréRen einbezogen werden. Dies ist ein klarer Vorteil, der ein realitdtsnaheres
Ergebnis hervorbringt als die globale nachtragliche Kompensation durch die a-priori-Varianz ¢. Da
auBerdem im Ausgleichungsprozess die Korrelationen mitberiicksichtigt werden, werden diese
nattrlich auch die mittels der Monte-Carlo-Simulation erhaltenen Streuungen der ZielgréRen
entsprechend beeinflussen. Somit bringt erst die Ergdnzung der Ausgleichung durch eine Monte-
Carlo-Simulation ein realitdtsnahes Bild der tatsachlichen Verhéltnisse. Das in [SCHWARZ, 2020b]
gezeigte Beispiel der Gberbestimmten Neupunktbestimmung (mit einer Standardunsicherheit von
etwa 1 mm) bestétigt die Uberlegung, denn es ist nicht plausibel, dass die Neupunktkoordinaten mit
einer Genauigkeit von etwa 0,5 mm erhalten werden (Ausgleichungsergebnis), wenn die a-priori-
Abschatzung etwa 1 mm liefert.

Fazit

Letztendlich sind Modelle vereinfachte, aber moglichst realitdtsnahe Abbilder der Wirklichkeit. Was
nutzt also ein mathematisch perfektes Modell, wenn es nur einen Teil der Wirklichkeit abbildet?
Warum also nicht die kleinen scheinbaren Unzulanglichkeiten von GUM akzeptieren, wenn das
Vorgehen nach GUM eine realitdtsndahere Vorstellung von der Wirklichkeit liefert als die fahrlassige
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Vernachldssigung von Gegebenheiten (wie es durch die klassische Ausgleichungsrechnung geschieht),
nur, weil diese mathematisch nicht ganz so perfekt modellierbar sind wie andere?
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