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Es ist ein wichtiges Anliegen der Metrologie und damit auch der Ingenieurgeodésie, zutreffende und
richtige GenauigkeitsmaBe fir Messungen und daraus abgeleitete GroBen zu bestimmen. Zumeist
werden GenauigkeitsmaBe aus den zufélligen Messabweichungen berechnet, die als Standardabwei-
chungen bezeichnet werden. Dabei werden aber nicht erfasste systematische Messabweichungen nur
unzureichend berticksichtigt. Hier will der GUM (Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement)
Abhilfe schaffen. In das GenauigkeitsmaB des GUM, die Messunsicherheit bzw. die Unsicherheit, flieBen
sowohl zuféllige als auch nicht erfasste systematische Messabweichungen ein. Das Genauigkeitsmafl
Messunsicherheit bzw. Unsicherheit ist somit realitdtsnéher als andere GenauigkeitsmalBe, die in der
Praxis verwendet werden.

Mit dem GUM-Konzept werden die Messungen und die daraus abgeleiteten GroBen nach einem einheit-
lichen Verfahren bewertet und dokumentiert. Die Bewertungen sind somit vergleichbar, transparent und
interpretierbar. Genauigkeitsbewertungen mit GUM sind objektiver als andere Verfahren. Die GUM-Methode
stellt eine Schnittstelle zwischen den Disziplinen her und reduziert die Gefahr von Fehlinterpretationen.
Aus diesen Griinden ist es unerlésslich, dass der GUM in der Geodasie sowohl in der Lehre als auch in der
Praxis mehr Beachtung erfahrt. Bei aller Kritik am GUM ist es dennoch ein Verfahren, das eine Genauig-
keitsbewertung nach einer festgelegten Methode durchflihrt, sodass fir alle Beteiligten die Bewertungen
transparent und nachvollziehbar werden. In diesem Beitrag werden die Ziele und Methoden des GUM
dargestellt und an Zahlenbeispielen im Rahmen von Messunsicherheitsanalysen eingehend erlautert.
Aufgrund des Gesamtumfangs wird der Beitrag in zwei Teile aufgeteilt. Im ersten Teil, also in diesem Heft,
wird die klassische GUM-Analyse vorgestellt, wahrend in dem dann im néchsten Heft folgenden Teil das
Verfahren der Messunsicherheitsbestimmung nach der Monte-Carlo-Methode und die Ermittlung von
Messunsicherheiten bei Ausgleichungsrechnungen vorgestellt werden.

Schllisselworter: Prézision, Genauigkeit, GUM, Messunsicherheit, erweiterte Messunsicherheit, Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktionen, systematische Messabweichungen, Messunsicherheitsanalyse, Monte-Carlo-Methode

It is an important task of metrology and also of engineering geodesy to determine appropriate and correct
accuracy measures for measurements and derived quantities. Values of accuracy are usually calculated
from random measurement deviations, which are called standard deviations. Here, however, unrecog-
nized systematic deviations are not taken into account sufficiently. In this matter the GUM (Guide to the
Expression of Uncertainty in Measurement) can help. In the value of accuracy of the GUM, meaning
the measurement uncertainty, random and unrecognized Systematic deviations are taken into account
together. The value of accuracy measurement uncertainty is therefore more realistic than other values of
accuracy used in practice.
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With the GUM concept the measurements and the derived values are evaluated and documented accord-
ing to a uniform procedure. Therefore the evaluations are comparable, transparent and interpretable. The
evaluations with GUM are more objective than other methods. The GUM method provides an interface
between the disciplines and reduces the risk of misinterpretation.

For these reasons, it is essential that GUM receives more attention in geodesy, both in teaching and in
practice. Despite of all criticism of the GUM, GUM is a procedure that carries out an accuracy assessment
according to a defined method, so that the evaluations become transparent and comprehensible for all
participants. This article describes the goals and methods of the GUM and explains numerical examples
in detail as a part of a measurement uncertainty analysis.

Due to its size, the article is divided into two parts. In the first part, in this issue, the classic GUM analysis
is carried out, while in the next part that follows in the next issue, the procedure for determining the meas-
urement uncertainty according to the Monte Carlo method and the determination of the measurement
uncertainties in adjustment calculations are presented.

Keywords: Precision, accuracy, GUM, measurement uncertainty, advanced uncertainty, probability density functions,

systematic errors, uncertainty analysis, Monte Carlo method

1 EINFUHRUNG

In der Metrologie, also im Messwesen, gilt der Grundsatz, dass der
Messwert einer MessgroBe ohne Angabe seiner Genauigkeit wert-
los ist. Dieser Grundsatz gilt auch in der Geodésie, insbesondere fiir
die Aufgabenstellungen in der Ingenieurgeodésie. Es stellt sich aber
die Frage, mit welchem GenauigkeitsmaB die Qualitat der Mes-
sung bzw. der Messwerte bewertet werden soll. BekanntermaBen
konnen GenauigkeitsmaBe aus den Abweichungen von Wiederho-
lungsmessungen, die in der Statistik auch als Stichprobe bezeichnet
werden, zu ihrem Mittelwert oder aus den Verbesserungen redun-
danter Messungen im Zuge von Ausgleichungen als Standardab-
weichungen berechnet werden. Diese GenauigkeitsmaBe spiegeln
aber oftmals nicht die tatsachliche Genauigkeit der MessgréBe
wider, da z. B. nicht erfasste systematische Messabweichungen gar
nicht oder nur sehr unzureichend berticksichtigt werden. Wird z.B.
eine Richtungsmessung entlang aufgeheizter Objekte ausgefiihrt,
so wird der Visurstrahl aufgrund des Temperaturgradienten syste-
matisch abgelenkt. Werden die Wiederholungsmessungen direkt
nacheinander ausgeftihrt, sind alle Messungen mehr oder weniger
in gleichem MaBe verfdlscht. Die systematischen EinflussgroBen
sind in den Abweichungen der Messungen zu ihrem Mittelwert und
damit auch in der daraus berechneten Standardabweichung nicht
enthalten. Die Standardabweichungen sind zu optimistisch.

Anhand der Abb. 7 wird dieser Sachverhalt an einer Zielscheibe
verdeutlicht /DIN 55350-13:1987-07/ und /DIN 1319-1:1995-01,
auch die Teile 3 und 4/). Obwohl versucht wird, das Zentrum der
Zielscheibe zu treffen, befinden sich die Einschiisse, z.B. aufgrund
einer Dejustierung der Zielvorrichtung, systematisch davon entfernt.

Der Abstand der Z&hlringe wird als Auflosung bezeichnet. Die
Auflosung charakterisiert damit im Messwesen die kleinste Zahlein-
heit des Messwerts. Sie hat absolut nichts mit der Genauigkeit und
der Prézision zu tun, die im Folgenden erklart werden.

Die Streuung der Einschusslécher untereinander ist ein MaB fiir
die Wiederholgenauigkeit der SchieBversuche, die auch als Prazi-
sion (engl. precision) bezeichnet wird. Die Prazision ist, bezogen auf
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die Messtechnik, also ein MaB fir die Ubereinstimmung unabhén-
giger Messergebnisse unter stabilen Bedingungen. Liegen mehrere
Messwerte dicht beieinander, so hat die Messmethode eine hohe
Prézision. Das bedeutet aber noch nicht, dass die gemessenen
Werte auch richtig sind, weil z.B. systematische Messabweichun-
gen nicht bertcksichtigt worden sind, die die Messungen verfal-
schen. Die Prézision sagt nichts dartiber aus, wie gut die Messwer-
te mit dem wahren Wert der MessgroBe bereinstimmen.

Die Richtigkeit ist ein MaB fiir die Ubereinstimmung zwischen
dem aus den Messwerten gebildeten Mittelwert und dem aner-
kannten Referenzwert (zumeist der wahre Wert). Wenn also der
Mittelwert aus den Messungen gut mit dem wahren Wert tiberein-
stimmt, ist die Richtigkeit hoch.

Demgegentiber ist die Genauigkeit (engl. accuracy) ein MaB fir
die Ubereinstimmung zwischen den einzelnen Messergebnissen
(im Beispiel die Positionen der Einschussldcher) und dem wahren
Wert (im Beispiel das Zentrum der Zielscheibe) der MessgriBe. Eine
hohe Qualitt der Messungen I&sst sich also nur erreichen, wenn

,
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// /
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/
/

Richtigkeit

Auflésung

Abb. 1 | Auflésung, Genauigkeit, Prazision, Richtigkeit
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missen daher spezielle Verfahrensweisen herangezogen
werden, auf die in diesem Beitrag ndher eingegangen

wird.
Die Beriicksichtigung der systematischen Messabwei-
chungen im GenauigkeitsmaB hat im Maschinenbau zu

hohe Prazision
schlechte Richtigkeit

ennge Préazision
gute Richtigkeit

hohe Prazision
gute Richtigkeit

Abb. 2 | Prézision und Richtigkeit

sowohl die Prézision als auch die Richtigkeit gut sind. Falschlicher-
weise wird oftmals im deutschsprachigen Raum die Genauigkeit mit
der Prézision gleichgesetzt.

Abb. 2 verdeutlicht die verschiedenen Félle, die sich aus diesen
Definitionen ergeben. Es kdnnen beispielhaft folgende Aussagen zur
Qualitat von Messungen getroffen werden:

1. ,Eine hochprézise Messung kann &uBerst ungenau sein.” und
2. ,Man kann prézise falsch messen.”

Zur Bestimmung zuverldssiger GenauigkeitsmaBe will der ,Leit-
faden zur Angabe der Unsicherheit beim Messen (Guide to the
Expression of Uncertainty in Measurement (GUM)" /DIN V ENV
13005:1999-06/, /ISO/IEC Guide 98-3:2008-09/ einen Beitrag
leisten. Das Hauptanliegen des GUM ist es, neben den zufélligen
Messabweichungen auch nicht durch eine Korrektion erfasste sys-
tematische Messabweichungen im GenauigkeitsmaB zu beriick-
sichtigen. Nattrlich kennt der GUM keine Methode, mit der die nicht
erfassten systematischen Messabweichungen exakt quantifiziert
werden konnen. Aber es wird hier (wenigstens) versucht, diese
Messabweichungen mit anderen Informationen, wie z.B. anhand
der Erfahrungen und des Sachverstands des Messingenieurs, abzu-
schatzen.

Pionierarbeit zur Entwicklung des GUM-Konzepts hat der Maschi-
nenbau geleistet. Warum gerade der Maschinenbau? Die Griinde
sind — wie so oft — wirtschaftliche. Je genauer die Produkte des
Maschinenbaus hergestellt werden kdnnen, desto wirtschaftlicher
kann man produzieren. Ein Beispiel soll den Sachverhalt verdeut-
lichen: Bei der Herstellung von Drahten darf ein definierter Min-
destdurchmesser nicht unterschritten werden. Je genauer nun der
Drahtdurchmesser direkt wéahrend des Ziehvorgangs bestimmt und
damit das Drahtziehwerkzeug gesteuert werden kann, desto wirt-
schaftlicher ist der Produktionsprozess, weil die GroBe des Sicher-
heitszuschlags flir den Drahtdurchmesser so minimierbar ist. Es ist
aufgrund des eingesparten Materials von groBer wirtschaftlicher
Bedeutung, ob der Drahtdurchmesser mit einer Toleranz von z.B.
0,1 mm oder von 1 pm bestimmt werden kann. Der Toleranzwert,
also der Sicherheitszuschlag, ist so festzulegen, dass der definierte
Mindestdurchmesser des Drahts wéahrend des Ziehvorgangs zu
keinem Zeitpunkt unterschritten wird. Bei der Festlegung des Tole-
ranzwerts sind daher nicht nur die zufalligen Messabweichungen
zu berticksichtigen, sondern insbesondere die dem Messprozess
anhaftenden systematischen Abweichungen, sodass die Messwerte
in Bezug zum wahren Wert der MessgroBe auf jeden Fall innerhalb
des Toleranzfelds liegen sollten. Das Problem dabei ist nur, dass
sich systematische Messabweichungen einer direkten quantitativen
Bewertung, anders als bei den zufélligen Messabweichungen, ent-
ziehen. Fiir die Bewertung der systematischen Messabweichungen

geringe Préazision
schlechte Richtigkeit

einer erweiterten Betrachtungsweise bei der Bestimmung
der Qualitdt von Messungen gefihrt, aus der sich dann
letztlich der GUM entwickelt hat.

Die Anfange des GUM reichen bis in das Jahr 1978
zuriick /N.N. 2019/. Es gab bis dahin kein einheitliches Verfahren,
statistische und nicht-statistische EinflussgroBen, z. B. systematische
Messabweichungen, auf ein Messergebnis in einem geschlossenen
Formalismus genauigkeitsmaBig zu bewerten. Der GUM wurde
von einer Arbeitsgruppe der internationalen ,Joint Committee for
Guides in Metrology (JCGM)“-Mitgliedsorganisationen (BIPM, IEC,
IFCC, ILAC, 1SO, IUPAC, IUPAP und OIML) entworfen und 1995
erstmals der Offentlichkeit vorgestellt. Er wurde in den Folgejahren
mehrmals (iberarbeitet. Vor diesem Hintergrund wurde der Begriff
der Messunsicherheit bzw. Unsicherheit definiert und eingeftinrt.
Teilweise wurden neue Methoden fiir den GUM zur Bestimmung
der Messunsicherheit entwickelt. Die Messunsicherheit bzw. die
Unsicherheit ist also ein GUM-spezifisches GenauigkeitsmaB und
sollte daher nur in diesem Sinne verwendet werden. In Deutschland
wurde der GUM 1998 als DIN-Entwurf /DIN V ENV 13005:1999-
06/ eingebracht. Allerdings sah sich der GUM schon bald der Kritik
ausgesetzt. Aus mathematischer Sicht ist es némlich problematisch,
nicht-statistische GroBen genauigkeitsméBig zu bewerten. Aufgrund
der Einspriiche von mathematischer Seite wurde der DIN-Entwurf
inzwischen zurtickgezogen, weil keine Hoffnung bestent, dass dieser
Entwurf eine DIN-Norm werden wird. Als Ersatz fir diesen zurtick-
gezogenen DIN-Entwurf /DIN V ENV 13005:1999-06/ wird die
Norm ISO/IEC Guide 98-3:2008-09 angesehen. Weiterhin haben
die Konzepte des GUM bereits Eingang in nationale und interna-
tionale Normen, wie z.B. in der /ISO 17123-1:2014/ gefunden. Die
Prinzipien des GUM werden auch im Rahmen der Bestimmungen
des Deutschen Kalibrierdiensts (DKD), z.B. bei der Akkreditierung
von Kalibrier-Laboratorien, und der Eichgesetze in Deutschland fiir
verbindlich erklért, sodass der GUM auch dartiber Eingang in die
Praxis bekommt und an aktueller Bedeutung gewinnt /Pesch 2017/.

Aus diesen Griinden ist es unerldsslich, dass der GUM auch
in der Geodasie und dabei speziell im Bereich der Ingenieur-
geodésie als eine bedeutende Methode zur Ableitung zutreffender
QualitdtsmaBe eingefihrt wird, zumal Geodaten als Sachwalter
fur Qualitatsbewertungen bei geometrischen Aufgabenstellungen,
z.B. besonders im Bereich des Bauwesens, angesehen werden.
Das im Jahr 2017 vom ,DVW e.V. — Gesellschaft fir Geodasie,
Geoinformation und Landmanagement* herausgebrachte Merkblatt
,Standardabweichung vs. Toleranz* /Kuhimann et al. 2017/ geht
auf nicht erfasste systematische Messabweichungen aus Sicht des
Verfassers nur unzureichend ein. Es wird daher empfohlen, das
Merkblatt zukiinftig dringend zu Uberarbeiten und die Ansétze des
GUM zur Berticksichtigung nicht durch eine Korrektion erfasster
systematischer Messabweichungen in die Qualitdtsangaben der
Messungen und der daraus abgeleiteten Parameter einzuarbeiten.
Gerade systematische Messabweichungen spielen bei der Fest-
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legung von besonders kleinen Toleranzvorgaben eine entscheiden-
de Rolle.

Qualititsfestlegungen nach GUM dienen zudem bei Genauig-
keitsangaben als Schnittstelle zwischen den Projektbeteiligten und
reduzieren dadurch die Gefahr von Fehlinterpretationen. In den
Ausschreibungen der Wasser- und Schifffahrtsverwaltungen wer-
den beispielsweise die zu erbringenden Qualitdtsanforderungen an
die auszuflihrenden Messungen bereits als Messunsicherheit nach
GUM festgelegt. Erste Anregungen, den GUM fir geodéatische Belan-
ge zu verwenden, stammen u.a. von /Heister 2001, 2005/, /Hennes
2007/, /Lang 2001/, /Niemeier & Tengen 2017/, /Neumann 2012/
und /Schwarz 2004/.

2 ZIELE UND METHODEN DES GUM

Der GUM verfolgt das Ziel, eine international einheitliche Vorgehens-
weise bei der Ermittlung von Messunsicherheiten bzw. Unsicher-
heiten anzustreben, um Messergebnisse weltweit vergleichbar zu
machen. Dadurch, dass die Vorgehensweise zur Bestimmung der
Messunsicherheit eingehend zu begriinden und zu dokumentie-
ren ist, gewinnt die Ableitung von Messunsicherheiten durchweg
an Transparenz, wird fiir Dritte nachvollziehbar und reduziert die
Gefahr von Fehlinterpretationen zwischen den beteiligten Partnern.

Die Messunsicherheit nach GUM wird nach /JJCGM 104:2009,
S. 12/ wie folgt definiert:

,Die Messunsicherheit ist definiert als nichinegativer Parameter, der

die Streuung derjenigen Werte kennzeichnet, die einer MessgriBe

auf der Grundlage der benutzten Informationen beigeordnet ist.”
Nach dieser Definition sollen im GenauigkeitsmaB der Messunsicher-
heit alle vorliegenden Informationen berticksichtigt werden, also
nicht nur die, die nach statistischen Methoden berechenbar sind,
sondern auch solche, die z.B. aufgrund von Erfahrungswerten die
Genauigkeit beeinflussen, wie z.B. nicht erfasste systematische
Messabweichungen. In dieser Erweiterung des Genauigkeitsbegriffs
liegt die wesentliche Bedeutung des GUM.

Der GUM stellt zur Bestimmung der Messunsicherheit demzufolge
zwei Kategorien von Methoden zur Verfiugung, mit deren Hilfe die
EinflussgréBen auf Messungen genauigkeitsméBig bewertet werden
kénnen und zwar
m Typ A: Berechnung der Messunsicherheit durch statistische Ana-

lyse der Messungen und
m Typ B: Berechnung der Messunsicherheit mit anderen Mitteln als

der statistischen Analyse.

Unter die Kategorie vom Typ A fallen alle Informationen, die mit sta-
tistischen Methoden gewonnen werden kénnen. Beim Typ A werden
also die bekannten klassischen Verfahren der deskriptiven (auch:
beschreibenden) Statistik eingesetzt, um z.B. aus den Messabwei-
chungen GenauigkeitsmaBe, wie z.B. das der Standardabweichung,
zu berechnen. Zumeist sind die Messwerte normalverteilt, was aber
nicht zwingend erforderlich ist.

Derartige Berechnungsverfahren gibt es fiir die EinflussgroBen
vom Typ B nicht. Hier kann man nur mit zusatzlichen Informatio-
nen (ber den Messprozess, mit Herstellerangaben, mit Daten aus
Uberpriifungen und Kalibrierungen sowie mit den Erfahrungen und
Kenntnissen des Messingenieurs versuchen, die dominierenden
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LJnicht erfassten systematischen Messabweichungen® abzuschét-
zen. Jeder dieser geschatzten Messabweichungen wird eine Ver-
teilung (siehe Abschnitt 3.1) zugeordnet. Sind keine speziellen Infor-
mationen Uber die systematischen Messabweichungen vorhanden,
wird eine Gleich-Verteilung (Rechteck-Verteilung) angenommen.

Die Qualitdt der EingangsgroBen x; wird durch ihre Standard-
unsicherheit u(x) mit i =1, ..., n und n = Anzahl der Eingangs-
groBen beschrieben. Die Standardunsicherheit entspricht im Prinzip
der empirischen Standardabweichung des Mittels der Beobach-
tungen bzw. wird aus den Parametern der Verteilungen (siehe
Abschnitt 3.1) abgeleitet. Beim Typ A sind die berechneten Stan-
dardabweichungen der EingangsgroBen bereits ihre Standard-
unsicherheiten.

Von der Standardunsicherheit u(x;) der EingangsgroBen x; ist
die Standardunsicherheit u;(y) zu unterschieden. Die Standard-
unsicherheit v;(y) beschreibt den Einfluss der Standardunsicher-
heit u(x;) auf die zu bestimmende GroBe y = f(x), d.h., dass
in u;(y) der Empfindlichkeits- bzw. Sensitivitdtskoeffizient ¢; (vgl.
Abschnitt 3.3.2) beriicksichtigt wird. Es gilt nach /JJCGM 100:2008,
S. 9/
ui(y) = el u(x;). (M
Die Messunsicherheit der ZielgréBe ergibt sich schlieBlich als GUM-
Festlegung durch eine quadratische Zusammenfassung aller Stan-
dardunsicherheiten ¢;(y) der Typen A und B (vgl. GIn. (79) bzw. (20)).

Wahrend bei der Messunsicherheitsbestimmung mit den beiden
Typen A und B Standardunsicherheiten verwendet und auf die
ZielgroBen tbertragen werden, werden bei dem mit dem GUM-
Supplement 1 (DIN V ENV 13005 Beiblatt 1 (Vornorm-Entwurf))
im Jahr 2008 eingeflihrten GUM-Verfahren Wahrscheinlichkeits-
Verteilungen unter Verwendung der Monte-Carlo-Methode auf die
ZielgroBen fortgepflanzt (vgl. im Teil 2 die Abschnitte 3.4 und 3.5).

Das Verfahren des GUM kann sowohl bei der Bestimmung
der Messunsicherheit von MessgroBen angewendet werden, die
direkt gemessen worden sind, als auch bei GréBen, die aus den
gemessenen MessgroBen abgeleitet (Abschnitt 3.3 und im Teil 2
Abschnitt 3.4) oder (iber eine Ausgleichung (im Teil 2 Abschnitt 3.5)
gewonnen werden.

3 MESSUNSICHERHEITSANALYSE

Die Bestimmung der Messunsicherheit erfolgt beim GUM nach
einem festgelegten Schema. Bevor jedoch konkret auf den Ablauf
einer Messunsicherheitsanalyse eingegangen wird, werden in den
beiden folgenden Abschnitten Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen
und systematische Messabweichungen, quasi als Voraussetzung
flir das folgende Analyseverfahren, ndher besprochen.

3.1 Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Das Ergebnis eines Experiments wird oftmals nicht nur allein durch
die experimentellen Vorschriften bestimmt, sondern es hangt auch
vom Zufall ab. Man spricht deshalb auch von Zufallsexperimenten.
Das Ergebnis eines Zufallsexperiments wird daher einer Zufallsvari-
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ablen (auch ZufallsgroBe genannt) zugeordnet. Hangt das Ergebnis
von nur einer GroBe ab, spricht man von eindimensionalen bzw.
univariaten Zufallsvariablen. Sind hingegen mehrere GréBen betei-
ligt, handelt es sich um eine multivariate Zufallsvariable. Hangt das
Ergebnis speziell von nur zwei GroBen ab, so wird von einer zwei-
dimensionalen bzw. bivariaten Zufallsvariablen gesprochen. Als Bei-
spiel fiir eine zweidimensionale Zufallsvariable sei die Bestimmung
der x- und y-Koordinaten eines Punkts in einem geodatischen Lage-
netz angeflihrt. Die Ausfilhrungen im folgenden Abschnitt beziehen
sich auf eindimensionale Zufallsvariable, wahrend im Abschnitt
3.1.2 kurz auf zweidimensionale Zufallsvariable eingegangen wird.

3.1.1. Eindimensionale Zufallsvariablen

Der GUM verwendet unterschiedliche Wahrscheinlichkeitsdichte-
funktionen und Verteilungen bei der Berechnung von Messunsicher-
heiten. Dichtefunktionen sind nur flr stetige Zufallsvariablen defi-
niert. Sie zeigen an, in welchen Bereichen sich die Messwerte der
Zufallsvariable héufen. Aus der Dichtefunktion lassen sich direkt
keine Wahrscheinlichkeiten ablesen. Diese ergeben sich erst aus
der Flache unterhalb der Dichtefunktion in den zu betrachtenden
Grenzen. Aus diesem Grund gibt es flr einen konkreten Messwert
keine Wahrscheinlichkeit, sondern immer nur fir ein Intervall zweier
Messwertgrenzen. Die Gesamtflache unter der Dichtefunktion ist
definitionsgemaB gleich 1 und alle Funktionswerte einer Dichte-
funktion sind stets positiv, da es negative Wahrscheinlichkeiten nicht
gibt. Dichtefunktionen bilden die Grundlage zur Berechnung von
Verteilungsfunktionen. Verteilungsfunktionen entstehen durch die
Berechnung von Teilfldchen unterhalb der Dichtefunktion bzw. durch
die kumulative Aufsummierung der Einzelereignisse in den Klassen
empirischer Haufigkeiten. Fiir weitere Hinweise zu Verteilungsfunk-
tionen wird auf die Literatur, wie z.B. /Kreyszig 1974/, verwiesen.

Die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten aus Dichtefunktionen
soll am Beispiel der Normalverteilung demonstriert werden. In
Abb. 3 ist die entsprechende Dichtefunktion y = f(x) dargestellt.
Fir drei Fallbeispiele wird gezeigt, wie die Wahrscheinlichkeit P(x),
dass der Messwert innerhalb der angegebenen Grenzen liegt, durch
die in der Abbildung ersichtlichen Integralausdriicke berechnet
werden kann.
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Abb. 3 | Berechnung von Wahrscheinlichkeiten aus Dichtefunktionen
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Zu den Kennzahlen von Dichtefunktionen zihlen u.a. der Erwar-
tungswert x und die Varianz o? (o = theoretische Standard-
abweichung bzw. Standardabweichung der Grundgesamtheit). Der
Erwartungswert ¢ wird nach /Kreyszig 1974, S. 85/ berechnet mit

p=EX)=[""x-f(x) dx 2)
und die Varianz o2 nach /Kreyszig 1974, S, 87/ mit

o? = Var (€)= E((X - ), ()
o2 = [T (x — p) - 1x) dx, 4)

Die positive Quadratwurzel der Varianz wird als theoretische Stan-
dardabweichung bzw. als Standardabweichung der Grundgesamt-
heit o bezeichnet

02@/?. (5)

3.1.1.1. Normalverteilung
Die Dichtefunktion der Normalverteilung (auch als GauB-Verteilung
bezeichnet) basiert auf dem zentralen Grenzwertsatz, wonach
die Summe einer groBen Anzahl von unabhéngigen Zufallsvaria-
blen asymptotisch einer stabilen Verteilung folgt /Niemeier 2002,
S. 35 f/. Der Normalverteilung kommt in den Natur-, Wirtschafts-
und Ingenieurwissenschaften eine besondere Bedeutung zu, da
viele Prozesse mit ihr recht zutreffend beschrieben werden kdnnen.
In der Regel wird davon ausgegangen, dass die durchgeflihrten
Messungen zur Bestimmung einer MessgroBe normalverteilt sind.
Weiterhin ist die Eigenschaft der Normalverteilung, dass die Summe
unabhéngiger normalverteilter Zufallsvariablen wieder normalver-
teilt ist, besonders wichtig.

Die Gleichung fiir die Dichtefunktion der Normalverteilung lautet
/Kreyszig 1974, S. 126/

e
f(x) gy e : (6)
mit 7(x) = Funktionswert der Dichtefunktion an der Stelle X,
o = theoretische Standardabweichung und p = Erwartungswert
(n&herungsweise gleich dem Mittelwert). Die Kennzahlen der
Dichtefunktion sind die theoretische Standardabweichung o und
der Erwartungswert 1. Abb. 4 zeigt fir unterschiedli-
che Standardabweichungen o die zugehdrigen Dichte-
funktionen. Je schlanker die Dichtefunktion verlduft,
desto kleiner ist die zugehorige Standardabweichung
o. Das Intervall o entspricht exakt dem Intervall zwi-
schen den beiden Wendepunkten der Dichtefunktion.
Da zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit zwischen

fixiax den Grenzen a und b die Gl. (6) zu integrieren ist, das
Integral aber nicht auf eine elementare Stammfunktion
zurlickgefiihrt werden kann, wurde die normierte Nor-

. malverteilung mit .« = 0 und o = 1 eingefthrt und daftir

Tafelwerke erstellt. Zur Handhabung der Tafelwerke sei
auf die entsprechende Fachliteratur verwiesen, z.B.
/Hopcke 1980, S. 66/ und /Niemeier 2002, S. 39ff/.
Die Normalverteilung wird angewendet bei beobach-
teten GroBen mit einer groBen Anzahl n,, von Wieder-
holungsmessungen (n,, > 20). Sind diese Bedingungen
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U—-0C 4 H+0 X

Abb. 4 | Dichtefunktionen der Normalverteilung fiir verschiedene
Standardabweichungen

nicht erflllt, wird die Student-Verteilung (siehe nachfolgenden
Abschnitt) verwendet. Bei der Berechnung der Messunsicherheit
nach GUM werden die EinflussgroBen vom Typ A zumeist durch die
Normalverteilung charakterisiert (ist aber nicht unbedingt zwingend
erforderlich). Die Standardabweichung erhélt dabei den Gewichts-
faktor G = 1 im Messunsicherheitsbudget (siehe jeweils Punkt 5 in
den Abschnitten 3.3.1 und 3.3.4) und wird als Halbbreite a in die
Messunsicherheitsbewertung eingeftihrt.

3.1.1.2. Student-Verteilung

Bei beobachteten GroBen mit geringer Datenmenge (17, < 20) wird
die Student-Verteilung (auch als t-Verteilung bezeichnet) verwen-
det. Sie hangt u.a. von der Anzahl der Freiheitsgrade r (¢ = n, —1)
ab. Fur n; - e geht die Student-Verteilung in die Normalverteilung
(iber. Die Gleichung zur Berechnung der Funktionswerte flir die
Dichte der Student-Verteilung lautet /Kreyszig 1974, S. 161/

N1

x° _[ 2 ]
—[][‘]

, (7)

Freiheitsgrad | Anzahl der Student-
I Messungen n,, | Faktor ¢
1 2 1,84
2 3 1,32
3 4 1,20
4 5 1,14
5 6 1,11
7 8 1,08
9 10 1,06
19 20 1,03
49 50 1,01
99 100 1,01
oo o0 1,00

Tab.1 | Student-Faktoren fiir eine Uberdeckungswahrscheinlichkeit von
68,3 % (= 1 o) nach /Pesch 2010, S. 35/
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Abb. 5 | Dichtefunktionsverldufe der Student-Verteilung

mit der Gamma-Funktion I'(x) = [["™ "~ e~ dt. ®)

In der Abb. 5 sind fiir die Freiheitsgrade s = 1, 2, 10, und 20 die
entsprechenden Kurvenverldufe der Dichtefunktion der Student-
Verteilung t(1), £(2), £(10), t(20) und zusatzlich zum Vergleich
der Kurvenverlauf der Dichtefunktion der Normalverteilung (0, 1)
eingetragen.

Die Abweichungen zwischen der Student-Funktion und der Nor-
malverteilung werden durch den Student-Faktor t beschrieben.
In Tab. 1 sind die Student-Faktoren fiir eine Uberdeckungswahr-
scheinlichkeit von 68,3 % (= 1 o) zusammengestellt /Pesch 2010,
S. 35/.

Der Student-Faktor ¢ kann als Faktor betrachtet werden, mit
dem z.B. eine empirische Standardabweichung (fiir n, > 20) zu
multiplizieren ist, um die gleiche Uberdeckungswahrscheinlichkeit
zu erhalten wie fiir die Normalverteilung.

Mit der Student-Verteilung werden ebenfalls bei der Berech-
nung der Messunsicherheit nach GUM EinflussgroBen vom Typ A
bewertet. Der Gewichtsfaktor betrédgt, wie bei der Normalverteilung,
ebenfalls G = 1.

Weitere Hinweise zur Student-Verteilung kdnnen der Fachliteratur
entnommen werden, wie z.B. /Hopcke 1980, S. 182f./, /Niemeier
2002, S. 86ff./ und /Pesch 2010, S. 33ff/.

3.1.1.3. Rechteck-Verteilung

Die Rechteck-Verteilung (auch als Universal- oder als Gleich-Ver-
teilung bezeichnet) geht davon aus, dass in einem Intervall £a
(a = Halbbreite) die Dichtefunktion eine Konstante ist, also die
Wahrscheinlichkeit bei einer konstanten Messintervallbreite immer
gleich ist. AuBerhalb der Intervallgrenzen sind alle Werte der Dichte-
funktion = Null. Fiir die Dichtefunktion gilt also:

1 ..
f) = 122 fira_<x<ay, 9

0 sonst.
Aus Gl. (4) folgt mit GI. (9), mit 1 = 0 und mit den Grenzen a— und
a,. nach /Pesch 2010, S. 26/ fir die Varianz o:
0% = f:: X2 f(x)dx — p?,
1

2 +a 2

= X —dx, 10
o L o2 (10)
o :la2 .
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fix) 14 -

L) Ll
=0.06 =0.04 =0.02 0.00 0.02 0.04 0.06
a p-o [T H+0O  ay X

Abb. 6 | Rechteck-Verteilung (Gleich-Verteilung)

Aus der Varianz o ergibt sich die Standardunsicherheit o zu

a:%a . amn

Die Flache unter der Dichtefunktion ist wieder gleich 1. Abb. 6 zeigt
die Rechteck-Verteilung.

Die Rechteck-Verteilung wird bei der Berechnung der Mess-
unsicherheit nach GUM verwendet und zwar flir EinflussgroBen
vom Typ B, von denen keine naheren Informationen vorliegen,
wie z.B. bei den Ablesewerten an Digitalanzeigen, bei Hersteller-
informationen usw. Im Messunsicherheitsbudget erhalten diese

EinflussgroBen den Gewichtsfaktor G = %

3.1.1.4 Symmetrische Dreieck-Verteilung
Bei der Dreieck-Verteilung hdufen sich die Messwerte um den
Mittelwert. Die Summe zweier identischer unabhéngiger und stetig
gleichverteilter Zufallsvariablen ist z. B. Dreieck-verteilt. Ebenso ist
der Betrag der Differenz gleichverteilter Zufallsvariablen Dreieck-
verteilt /Pesch 2010, S. 27/. Durch die Differenzbildung werden
systematische Einfliisse der Messanordnung, die sich bei beiden
Messungen in gleicher Weise auswirken, reduziert mit der Folge,
dass eine kleinere Messunsicherheit erhalten wird.

Fir die Dichtefunktion einer symmetrischen Dreieck-Verteilung
folgt aus der Bedingung, dass die Flache unter der Funktion =1
sein muss (vgl. Abb. 7):

1 fi
?-(x—pu—a) ra_<x<u,

flx) =11 .

0 ?-(—x+u+a)fury<x<a+, (12)
0 sonst.

Aus Gl. (4) folgt mit GI. (72), mit 4 =0 und mit den Grenzen
a_ und a, (ohne Ableitung) nach /Pesch 2010, S. 27f./ fiir die
Varianz o®:

W. Schwarz — Methoden zur Bestimmung der Messunsicherheit nach GUM — Teil 1
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Abb.7 | Symmetrische Dreieck-Verteilung

o2 :%az , (13)

Aus der Varianz o ergibt sich fiir die Standardunsicherheit o

1
o=—4,| (14)
J6
Die Dreieck-Verteilung wird auch bei der Berechnung der Mess-
unsicherheit nach GUM verwendet und zwar fur EinflussgréBen vom
Typ B. Im Messunsicherheitsbudget erhalten diese EinflussgroBen

den Gewichtsfaktor G = %

Neben den hier angesprochenen Verteilungen gibt es noch eine
Reihe weiterer Verteilungen, wie z.B. die Trapez-Verteilung oder die
U-Verteilung, die in der Regel fiir die in diesem Beitrag gezeigten
Anwendungen nicht weiter von Interesse sind, aber in der Literatur,
z.B. /Pesch 2010, S. 281f./, vertieft werden konnen.

3.1.2 Zweidimensionale Zufallsvariablen

Die Dichtefunktion flir normalverteilte, zweidimensionale Zufalls-
variable ist nach /Kreyszig 1974, S. 312 ff./ als Erweiterung der ein-
dimensionalen Wahrscheinlichkeitsdichte nach Gl. (6) definiert als

LN (G ) O

1 e 2(1—/)2){ o? . 010y
27r~a1~02~\/1—p2

mit f(x, y) = Funktionswert der Dichtefunktion an der Stelle x, y,
o4, o, = theoretische Standardabweichungen, g+, @, = Erwar-
tungswerte (ndherungsweise gleich den Mittelwerten) und p =
theoretischer Korrelationskoeffizient zwischen den GroBen x und y.

In Abb. 8 ist beispielhaft die Dichtefunktion einer zweidimen-
sionalen Normalverteilung mit den in der Abbildungsunterschrift
angegebenen Parametern dargestellt. Ist bei der eindimensionalen
Normalverteilung die Flache unterhalb der Dichtefunktion gleich
eins (vgl. Abschnitt 3.1.1.), so ist bei der zweidimensionalen Normal-
verteilung definitionsgemdB das Volumen unter der Dichtefunktion

fx,y) =

75
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.0
Xinmm -2

gleich eins. Die Wahrscheinlichkeit, dass die x- und y-Werte
innerhalb eines angegebenen Intervalls liegen, wird als Doppel-
integral der Funktion 7(, y) (iber das Intervall berechnet. Die Kurven
gleicher Wahrscheinlichkeit 7(x, y) = const sind im allgemeinen
Fall nach /Kreyszig 1974, S. 314/ Ellipsen mit dem gemeinsamen
Mittelpunkt ¢ und po. In Abb. 8 sind sie z.B. in der xy-Ebene in
unterschiedlichen Farben dargestellt. Sind die Standardabweichun-
gen o1 = o, und ist der Korrelationskoeffizient p = 0, so werden
die Kurven gleicher Wahrscheinlichkeit kreisformig. Vertikalschnitte
durch die Dichtefunktion f(x, y) haben die Form einer eindimen-
sionalen Normalverteilung. In Abb. 8 sind sie als Projektion auf die
xz- bzw. auf die yz-Ebene dargestellt.

Mit 141 = po = 0 und o4 = o = o sowie flr unkorrelierte Beob-
achtungen mit p = 0 ergibt sich aus Gl. (75) die spezielle Beziehung

2l o?

_Hxy
| o

fx,y) =

210

3.2 Systematische Messabweichungen

Das besondere Ziel des GUM ist es, nicht erfasste systematische
Messabweichungen im GenauigkeitsmaB der Messunsicherheit zu
berticksichtigen. Als Voraussetzung dazu sollen in diesem Abschnitt
einige Quellen systematischer Messabweichungen besonders fiir
den Bereich der Ingenieurgeoddsie angesprochen und Abschétzun-
gen uber deren GroBenordnung in Abhéngigkeit von den jeweiligen
Messbedingungen diskutiert werden.

Unter systematischen Messabweichungen werden digjenigen
Abweichungen eines Messwerts von ihrem wahren Wert verstan-
den, die stets einseitig wirken und deren Ursachen im Prinzip
bekannt sind, aber nicht direkt quantifiziert werden kénnen.

Systematische Messabweichungen kénnen im Gegensatz zu
zufélligen Abweichungen durch Wiederholungsmessungen weder

76

0.03

2= f{x,y)

Abb. 8 | Dichtefunktion einer
zweidimensionalen Normalverteilung
mit den Parametern
& a 4 1= =0,00=1,6 mm,

=4 op=2,2mmund p =-0,6

erkannt noch reduziert werden. Sie lassen sich nur durch den Ein-
satz anderer Messverfahren und durch Verdnderung der ortlichen
Messbedingungen aufdecken.

3.2.1 Atmosphérische Korrektion bei der
elektrooptischen Distanzmessung

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Tragerwellen bei der elektro-
optischen Distanzmessung, wie z. B. bei der Tachymetrie und beim
Laserscanning, hdngt u.a. von der Lufttemperatur, dem Luftdruck
und der Luftfeuchtigkeit ab. Aus diesem Grund mussen diese
atmosphérischen Parameter — der wichtigste davon ist die Lufttem-
peratur — bestimmt werden, um damit die gemessenen Strecken
gerdteintern oder extern zu korrigieren. Zumeist werden diese Para-
meter aber nur punktuell am Standort des Gerdts gemessen. Sie
sind damit nicht reprdsentativ fiir den gesamten Streckenverlauf.
Die Abweichung der integralen Lufttemperatur 1angs der gesamten
Visurlinie von dem am Gerat gemessenen Wert beeintréchtigt als
systematische Messabweichung das Messergebnis der Distanz-
messung. Damit diese EinflussgroBe in der fur die Distanzmessung
anzugebenden Messunsicherheit nach GUM berlicksichtigt werden
kann, ist vom Beobachter mit seinen Erfahrungen in Anbetracht
der ortlichen Verhéltnisse abzuschatzen, wie groB die Abweichung
zwischen der integralen und der punktuell gemessenen Lufttempe-
ratur maximal sein kann. Da (iber die Verteilung dieser Abweichung
keine naheren Informationen vorliegen, wird zur Umrechnung der
Abweichung in eine Standardunsicherheit die Gleich-Verteilung
(Rechteck-Verteilung) angenommen. Betrdgt der Schétzwert fiir die
Temperaturdifferenz z.B. £5 K und ist die Distanz 600 m lang, so
betrdgt nach der bekannten Relation, dass bei einer Temperaturab-
weichung von 1 K sich der Korrekturwert um etwa 1 ppm =1 mm/
km &ndert, die Halbbreite ay, der EinflussgroBe 6y, axm = 3 mm
(=5Kx 0,600 km x 1 mm/km/K). Die Standardunsicherheit die-
ser systematischen EinflussgroBe ergibt sich nach Gl. (77) somit zu
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3.2.2 Zyklische Korrektion

Zyklische Abweichungen (friiher als zyklischer Phasenfehler
bezeichnet) treten bei der elektrooptischen Distanzmessung auf.
Sie entstehen durch Uberlagerung der Hochfrequenzanteile des
Senders mit denen des Empféngers und durch Mischung der
Signalanteile des Sendestrahls mit denen, die durch Reflexionen in
den gemeinsam durchlaufenen optischen Bauteilen hervorgerufen
werden. Die GroBe der zyklischen Abweichungen hangt weiterhin
von den Eigenschaften des verwendeten Reflektors (z.B. Durch-
messer, Glasgute, Schliffqualitat des Prismas) und von der Lénge
der Distanz ab /Fuchs 2013/. Zyklische Abweichungen werden auch
besonders von in der Nahe des Reflektors vorhandenen reflektie-
renden Flachen (z.B. an der Reflektorhalterung, von in der Stre-
ckenverlangerung vorhandenen Schaufenster- bzw. Glasscheiben
und geparkten Pkw) beeinflusst. Auch wenn derzeit die zyklischen
Abweichungen in der Regel vom Hersteller werkseitig bestimmt und
als Korrektion automatisch beriicksichtigt werden, verbleiben doch
aufgrund der aufgefiinrten, vielfaltigen, oOrtlich unterschiedlichen
Entstehungsmdglichkeiten zyklischer Abweichungen Restanteile,
die nicht von der werkseitigen Korrektion erfasst werden. Um fir
das Streckenmessergebnis eine méglichst zutreffende Mess-
unsicherheit nach GUM zu bestimmen, hat der Vermessungs-
ingenieur wiederum aufgrund seiner Erfahrungen und aufgrund von
speziellen Untersuchungen (wie z. B. /Fuchs 2013/) die mdglichen
Restsystematiken abzuschatzen und, wie bereits im Abschnitt 3.2.1.
gezeigt, in eine Standardunsicherheit umzurechnen.

3.2.3. Refraktion bei optischen Zielungen

Bei optischen Zielungen verlaufen die Visurstrahlen aufgrund der
Dichteunterschiede der Atmosphére nicht streng geradlinig (terres-
trische Refraktion). Die Dichte der Atmosphére wird flir sichtbares
Licht durch den Brechungsindex g, ausgedrickt. Die Krlimmung
der Visurstrahlen wird primar durch die Komponenten des Bre-
chungsindexfelds quer zur Visurrichtung hervorgerufen. Um eine
Vorstellung von der GroBe der Zielstrahlkriimmung zu entwickeln,
wird von einem einfachen Modell, nédmlich von einem konstan-
ten Brechungsindexgradienten entlang der gesamten Visur, aus-
gegangen. In diesem Fall verlduft der Visurstrahl
kreisbogenformig (Abb. 9). In der Realitdt sind die y
Verhaltnisse wesentlich komplizierter und es kon-
nen die Parameter der Atmosphére entlang der
gesamten Visur nur schwer bestimmt werden, um
die Zielstrahlkrimmung zuverldssig und zutreffend
zZu Korrigieren.

Der groBte Einfluss auf den Brechungsindex-

gradienten % wird von der Lufttemperatur 7'
y

ausgelibt. Es gilt ndherungsweise:

Fachbeitrage aus der Praxis

Damit  ergeben sich  nach  /Schwarz 1995/  der
Ablenkwinkel % und die GroBe z (vgl. Abb. 9) in
Abhéngigkeit von der Lange der Visur [ zu
~v=0b-1 und
2
z:l— b (18)
8

Die GroBe z beschreibt den maximalen Abstand zwischen der
Verbindungsgeraden der Punkte A und B und der gekrimmten
Visurlinie. Diese Information ist z.B. bei hochprazisen Fluchtungs-
messungen wichtig, um die erreichbare Genauigkeit beurteilen zu
kénnen. Der Ablenkwinkel % ist die systematische Abweichung,
um den auf dem Punkt A gemessene Richtungen verfélscht werden.

Um eine grobe Vorstellung von den Auswirkungen der terres-
trischen Refraktion zu erhalten, sind in 7ab. 2 fir einen Tempera-
turgradienten von ‘Z—;‘ =0,1 K/m die sich aus den GIn. (78) er-
gebenden Ablagewerte zusammengestellt. Zum einen wird der
Temperaturgradient im Freien, wenn keine besonderen Umstande
vorliegen, kleiner sein als der hier benutzte Wert, zum anderen
kann er aber besonders in geschlossenen Réumlichkeiten, z.B.
Tunneln, Werkshallen, und in den bodennahen Luftschichten an
sonnigen Tagen (besonders in den Abendstunden) auch wesentlich
groBer sein.

Flr die Bestimmung der Messunsicherheiten nach GUM fur
Fluchtungs- bzw. flr Richtungsmessungen sind mit den flr die
ortlichen Verhaltnisse geltenden Parametern, die geschétzt werden

Pfeilndhe z | Ablenkung im Zielpunkt

Zielentfernung [ | Ablenkwinkel ~

(=42

50m 0,3 mgon 0,03 mm 0,1 mm
100 m 0,6 mgon 0,1 mm 0,5 mm
200 m 1,3 mgon 0,5 mm 2,0 mm
400 m 2,5 mgon 2,0 mm 8,0 mm
600 m 3,8 mgon 4,5mm 18,0 mm

Tab. 2 | Auswirkungen der terrestrischen Refraktion bei einem

T = 0,1 K/m

Temperaturgradienten von |
ay

A

_8n°pt —_10°6 6_T -

b. (17)
ay ay

Abb. 9 | Terrestrische Refraktion bei optischen Zielungen mit einem konstanten
Temperaturgradienten
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mussen, die jeweiligen EinflussgroBen ¢ zu berechnen, um sie dann
— wieder in Ermangelung weiterer Informationen — nach Gl. (77)
unter Anwendung der Rechteck-Verteilung in Standardunsicher-
heiten umzurechnen.

3.2.4. Weitere EinflussgréBen fiir systematische
Messabweichungen

Weitere nicht erfasste systematische Messabweichungen, auf die

aber hier nicht ndher eingegangen wird, treten z.B. auf:

1. Bei der Kalibrierung von Ldngenmesseinrichtungen mit Priifnor-
malen auf einem Komparator. Befinden sich beide Objekte nicht
in einer Geraden, wird das Abbesche Komparatorprinzip verletzt,
was letztlich wieder zu systematischen Messabweichungen fiih-
ren kann.

2. Heutzutage werden die Richtungs- und Zenitwinkelmessungen
zumeist nur noch in einer Fernrohrlage vorgenommen. Anderun-
gen der Instrumentenabweichungen in Bezug zu ihren letzten
Bestimmungen fiihren auch hier wieder zu systematischen Mess-
abweichungen, die fiir eine Genauigkeitsbewertung nach GUM zu
quantifizieren sind.

3. Beim Monitoring werden Sensoren eingesetzt, deren Signale
analog sind und zum Teil (iber groBere Entfernungen in elektri-
schen Leitungen (ibertragen werden missen. Je nach dem ge-
wahlten Verfahren der Signallibertragung konnen die (analogen)
Signale durch Umwelteinfliisse (z. B. Umgebungstemperatur, elek-
trische und magnetische Felder) systematisch verfalscht werden.

4. Neigungsmessungen mit elekirischen Neigungssensoren konnen
z.B. durch externe Vibrationen am Messort systematisch beein-
flusst werden. Die als Beschleunigungen wirkenden Vibrationen

% %,

kénnen von den eigentlich zu messenden Neigungen nicht
getrennt werden.

5. Nicht direkt erfasshare systematische Messabweichungen kén-
nen auch beim geometrischen Nivellement entstehen, wenn
aufgrund der ortlichen Gegebenheit, wie z. B. bei Industrievermes-
sungen, die Zielweiten fiir den Vor- und Riickblick nicht gleich
sind oder das Einschwingverhalten des Kompensators durch
auBere Einfliisse (z. B. durch elektrische und magnetische Felder)
systematisch beeintrachtigt wird.

3.2.5 Quantifizierung systematischer
Messabweichungen

Systematische Messabweichungen konnen, wie bereits erldutert,
durch eine Schétzung quantifiziert werden. Dadurch wird aber die
Messunsicherheit entsprechend groBer. Es ist zum Teil auch még-
lich, systematische Messabweichungen, z.B. bei den zyklischen
Abweichungen bei der elektrooptischen Distanzmessung, durch
eine Kalibrierung funktional zu bestimmen und damit die Messwerte
zu korrigieren. Dadurch wird der Anteil der nicht erfassten systema-
tischen Messabweichungen geringer und damit die Messunsicher-
heit nach GUM entsprechend kleiner. Der Vermessungsingenieur
muss im Einzelfall entscheiden, ob nur (iber eine spezielle Kalibrie-
rung der Messapparaturen die Genauigkeitsforderungen eingehal-
ten werden konnen. Aber auch bei einer sorgféltigen Kalibrierung
werden — wenn auch kleinere — Restabweichungen brig bleiben,
die gegebenenfalls im GenauigkeitsmaB der Messunsicherheit zu
berticksichtigen sind.

Die in den Abschnitten 3.2.1 bis 3.2.4 angesprochenen Quel-
len von nicht erfassten systematischen Messabweichungen bei
ingenieurgeodatischen Aufgabenstellungen sind nicht vollstandig.
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Abb. 10 | Ishikawa-Diagramm nach /Hennes 2007/, anzupassen auf die jeweilige Messaufgabe
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Dem Vermessungsingenieur obliegt es, den Messprozess unter
den gegebenen ortlichen Randbedingungen unter Beachtung der
Eigenschaften der einzusetzenden Messapparaturen zu analysieren,
systematisch auf die Messungen wirkende Effekte zu erkennen
und letztlich aufgrund seines Sachverstands die nicht erfassten
systematischen Messabweichungen zu quantifizieren, um sie in der
Messunsicherheitsanalyse nach GUM zu ber(icksichtigen.

Bei der Analyse der relevanten Einflussparameter bei einem
Messprozess kann das sog. Ishikawa-Diagramm (Abb. 70) hilfreich
sein. Es dient als Ursache-Wirkungs-Diagramm nicht nur zur Syste-
matisierung aller maglichen Einfliisse, sondern unterstiitzt auch die
Priifung auf Vollstandigkeit. Das Diagramm gleicht einer Fischgrate,
wobei der Hauptstrang auf das Ziel, ndmlich den Messwert, weist.
Seitlich sind die HaupteingangsgroBen mit weiteren Untergliederun-
gen und einzelnen Komponenten eingetragen.

3.3 Messunsicherheitshestimmung
mit den Typen A und B

Der Ablauf einer Messunsicherheitsanalyse wurde bereits im
Abschnitt 2 angedeutet. Danach sind zuerst die mdglichen Einfluss-
groBen, die fir die Qualitdt des Messergebnisses relevant sind, zu
bestimmen und den beiden Kategorien A oder B (vgl. Abschnitt 2)
zuzuordnen.

Die Einflussfaktoren der Kategorie A kénnen mit den bekannten
Mitteln der deskriptiven Statistik bewertet werden. Hierbei wird davon
ausgegangen, dass die Messwerte einer Normal- bzw. Student-
Verteilung folgen, dass das arithmetische Mittel der Messwerte der
beste Schatzwert ist und dass die empirische Standardabweichung
(Standardabweichung des Mittels der Stichprobe) der Standardun-
sicherheit zugeordnet werden kann. Es sind aber auch Bewertungen
maglich, wenn die Messwerte andere Verteilungen zeigen.

Wie geht man nun bei den Einflussfaktoren der Kategorie B vor?
Sie sollen ja nach GUM mit ,anderen Mitteln“ bewertet werden.
Der GUM sieht dafir vor, dass zuerst die maximale GroBe der
nicht erfassten systematischen Messabweichungen ,berechnet”
bzw. mithilfe des ingenieurmdBigen Sachverstands oder allge-
meinen Kenntnissen abgeschétzt wird. Weitere Informationsquel-
len flr diese Abschdtzung konnen allgemeine Erfahrungen tiber
die Eigenschaften und das Verhalten von Messinstrumenten und
Materialien, Herstellerangaben, Kalibrierscheine und andere Zer-
tifikate sowie Referenzdaten und Literaturangaben sein. Jedem
Einflussfaktor wird dann eine Verteilung zugeordnet. Weil weiter-
gehende Informationen in der Regel zu den EinflussgroBen fehlen,
wird zumeist als Verteilung die Rechteck- bzw. Gleich-Verteilung
(vgl. Abschnitt 3.1.1.3) angenommen. Die maximale GroBe eines
jeden Einflussfaktors, die Halbbreite a; (vgl. Abschnitte 3.1.1.3 und
3.1.1.4), wird mit den Parametern der Verteilung in entsprechende
Standardunsicherheiten u(x;) umgerechnet, um dann nach Gl. (7)
unter Berlicksichtigung der Sensitivitatskoeffizienten ¢; den Einfluss
der Standardunsicherheit u/(x;) auf die zu bestimmende GroBe u;(y)
zZu ermitteln.

Eine gut fundierte Ermittiung der Standardunsicherheit nach
der Methode B ist genauso verldsslich wie eine Festlegung nach
Methode A, insbesondere dann, wenn die Berechnung der Standard-
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unsicherheit nach Methode A nur auf einer verhéltnismaBig gerin-
gen Anzahl von statistisch unabhéngigen Beobachtungen beruht.
Alle Standardunsicherheiten u;(y) beider Kategorien werden zu
guter Letzt zur kombinierten Messunsicherheit der ZielgroBe defi-
nitionsgeman quadratisch zusammengefasst (vgl. Abschnitt 3.3.2).

3.3.1 Ablauf einer Messunsicherheitsbestimmung

Eine Messunsicherheitsbestimmung gliedert sich in folgende Punkte
/Pesch 2010, S. 17/
1. Analyse der Aufgabenstellung:
a. Frage nach der MessgroBe und nach den Rahmenbedingungen.
b. Abkldren, ob die eigenen Mdglichkeiten ausreichend sind, um
die Aufgabe zu erfiillen. Hierzu muss gegebenenfalls die
Messunsicherheitsanalyse mit typischen, zu erwartenden
Werten vorgezogen werden.
2. Definition der MessgroBe:
Darstellung der mathematischen und physikalischen Grundlagen
auf der Basis der Aufgabenstellung durch Aufstellen der Prozess-
gleichung, die das physikalische Modell der Messung abbildet.
3. Aufbereitung der verfiigharen Daten:
a. Messwertaufnahme (Dokumentation der Beobachtungen).
b. Dokumentation der flr die Messunsicherheitsanalyse not-
wendigen Messbedingungen (Umweltparameter usw.).
4. Berechnung der Ergebnisse:
a. Auswertung der Messreihen (Mittelwertbildung, Min-/Max-
Bestimmung, Varianzen, Standardabweichungen).
b. Berechnung entsprechend dem Modell der Auswertung.
5. Messunsicherheiten und Modellgleichung:
a. Messunsicherheitsanalyse: Erfassung und Diskussion der
EinflussgroBen.
b. Ubernahme von Messunsicherheitseinfliissen aus Kalibrier-
scheinen.
c. Einbringen von Zwischenergebnissen aus zuvor berechneten
Teilbudgets.
d. Modellgleichung der Messunsicherheit aufstellen.
e. Kombinierte Messunsicherheit 1(y) bestimmen (vgl.
Abschnitt 3.3.2), Messunsicherheitsbudget aufstellen.
6. Angabe des vollstdndigen Messergebnisses:
a. Darstellung des Messwerts.
b. Messunsicherheit u,(y) zuordnen.
c. Analyse des Ergebnisses: gegebenenfalls prifen, ob das vor-
gegebene Ziel erflillt werden konnte.
Die einzelnen Schritte der Messunsicherheitsanalyse werden in
dem Zahlenbeispiel im Abschnitt 3.3.4 ausfilhrlich erldutert.

3.3.2 Berechnung der kombinierten Messunsicherheit

Die kombinierte Messunsicherheit u.(y) der zu bestimmenden
GroBe y berechnet sich aus den Standardunsicherheiten der Ein-
gangsgroBen u;(y) (vgl. Gl. (7)) fir unkorrelierte EingangsgréBen
nach GUM (entsprechend /JJCGM 100:2008, S. 19/:

Uy(y) = é(umf - é(c,--u(x,-))z, (19
mit

ui(y) =li| - u(x;), val. GL.(7),
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1 # -*- coding: utf-8 -*

2 from sympy import diff, Symbol, symbols, sin, cos, tan, sqrt

15 wkr = 9.13 # Ref
16 wr = 6380000. e
17 wkg = 0.005

# Geoidundulation in m

19 print "HBhe Punkt B numerisch:

3 import numpy as np

4 rho = 288/np.pi

5 ha,h2,i,d,ka,km,kz,z,t,kr,r,kg = symbols('ha,h2,i,d,ka,km,kz,z,t,kr,r,kg')
6 hb=nha+1i+ (d+ka+ km+ kz)*cos(z) -t - ke * d**2 / 2 /r + d**2*sin(z)**2/2/r+kg
7 wha = 1861.32 # Hohe HA in m (DHHN2016-System)

B wi=1.45 # Instrumentenhdhe in m

9 wt = 1.82 # Ref 1ihe 1
180 wd = 2545.139 # 5
11 wka = 0.010 # A in m
12 wkm = 9.825 # drische K sktion in m
13 wkz = 9.002 # sche Abweichung in m

14 wz = 64.7412/rho # Zenitwinkel in gon bzw. in rad

ktions

",hb.subs({ha:wha, i:wi, d:wd, ka:wka, km:wkm,kz:wkz, z:wz,t:wt,

20 kr:wkr, riwr, kg:wkg})

22 print
23 print "Ableitungsfunktion:
24 print "Ableitung numerisch:

",hb.diff(d)

",hb.diff(d).subs({ha:wha, i:wi, d:wd, ka:wka, km:wkm,kz:wkz, z:wz,t:wt,

25 kr:wkr, riwr , kg:wkgl)

Abb. 11 | Python-Programm (Python Version 2.7) zur Berechnung der Ableitung nach der Distanz d

u(x) =G -4 und

of
C=—.
0X;
Hierin bedeuten
u¢(y)= kombinierte Messunsicherheit der zu bestimmenden GroBe y,
u(x) = Standardunsicherheit der EingangsgroBe x;,
u;(y) = Anteil der Standardunsicherheit u(x;) an der Standardun-
sicherheit der zu bestimmenden GroBe y,
G; = Gewichtsfaktor der GroBe x;
(G =1 bei Normal- und Student-Verteilung,
G = 1/3 bei Rechteck-Verteilung,
G = 1/6 bei Dreieck-Verteilung),

C; = 5—f = Sensitivitatskoeffizient
o partielle Ableitung der Modellgleichung nach der
EinflussgroBe x;
a;= Halbbreite der EinflussgréBe x; und
n = Anzahl der EinflussgroBen.
Die Sensitivitdtskoeffizienten ¢; geben an, wie sich die zu bestim-

mende GriBe y bei kleinen Anderungen der EingangsgréBen x;

dndert. Die Berechnung der Sensitivitatskoeffizienten als Ableitun-
gen der Funktion der zu bestimmenden GroBe y = f(x;) nach ihren
EingangsgroBen x; ist mitunter zeitraubend und fehleranféllig. Mit
modernen Programmiersprachen, wie z.B. Python, kdnnen diese
Ableitungen mithilfe der zusatzlich importierba-
ren Pakete sumpy und numpy verhaltnismaBg

Vorgehensweise beispielhaft fiir die Berechnung der Ableitung nach
der Schrégentfernung d des Zahlenbeispiels (vgl. Abschnitt 3.3.4).

In den Zeilen 2 und 3 werden die Zusatzpakete numpy und
sympy bzw. einige Elemente aus den Paketen importiert. In der
Zeile 5 werden die Symbole der Variablen festgelegt. In Zeile 6 wird
die Funktion zur Berechnung der zu bestimmenden GroBe, hier also
zur Berechnung der Hohe des Punkts B, in allgemeiner Form ange-
geben. In den Zeilen 7 bis 17 werden den Variablen ihre Zahlen-
werte zugewiesen. In den Zeilen 19 bis 25 erfolgen die eigentlichen
Berechnungen der Ableitung in verschiedenen Formen nach der
Schrégdistanz d. Abb. 12 zeigt die Ausgabe. In Zeile 2 der Abb. 12
wird der Funktionswert der Funktion ausgegeben, gefolgt von der
mit dem Programm gebildeten Ableitungsfunktion (Zeile 4) und den
Darstellungen der Ableitungen in numerischer Form (Zeile 5).

Die Ableitungen nach den anderen EingangsgréBen konnen
durch Eintrag des entsprechenden Variablennamens im ersten
Klammerausdruck in den Zeilen 23 und 24 ermittelt werden.

Gl. (79) qilt fur unkorrelierte Beobachtungen. Fir korrelierte
Beobachtungen (x; und Xx;) ist folgende Gleichung (entsprechend
/JCGM 100:2008, S. 21/) zu verwenden:

UC(J/) =

\/i (c; - ulx))) 125 %5 geg- u(xi)-u(x;p)-r(xi,x;) (20
i=1 =1 j=i+1

mit

f(X,',X/‘) = U<X/’Xj>

u(xi)-u(x;)

C:\Python27\python.exe E:/avn_GUM/Abb_hoherAufloesung/Abbll_avn_gum@3c.py

einfach gebildet werden. Ohne auf die Eigen-
schaften von Python detailliert einzugehen —
einen Uberblick tiber Python fiir Ingenieure und
Naturwissenschaftler gibt z.B. /Woyand 2017/
— verdeutlicht das in Abb. 77 wiedergegebe-
ne Programm-Listing (Python Version 2.7) die

80

1

2 Hohe Punkt B numerisch: 2399.91803592915
3

4 Ableitungsfunktion:
5 Ableitung numerisch:
6

7 Process finished with exit code ©

-d*kr/r + d*sin(z)**2/r + cos(z)
0.526197116533722

Abb. 12 | Ausgabe des Python-Programms der Abb. 11
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Hierin wird zusétzlich zu den Erkldrungen zur Gl. (79) der empiri-
sche Korrelationskoeffizient r(x; x;) = r;yzwischen den Einflussgro-
Ben x; und x; sowie die Kovarianz u(x; x;) eingefiihrt. In Gl. (20)
beschreibt der erste Summand in dem Wurzelausdruck den unkor-
relierten Fall, wéhrend der zweite Summand die Mischterme mit
den Kovarianzen fr die korrelierten Beobachtungen enthélt.

Der GUM-Ansatz zur Berechnung der kombinierten Messunsicher-
heit u,(y) nach Gl. (79) hat groBe Ahnlichkeiten mit dem Varianz-
Fortpflanzungs-Gesetz (z.B. /Niemeier 2002, S. 461f./), allerdings
mit verdnderten Begrifflichkeiten. Analog zur Schreibweise des
Varianz-Fortpflanzungs-Gesetzes in Matrizen-Form kann auch die
@Gl. (20) durch Multiplikation folgender Matrizen gebildet werden.
Matrix der Unsicherheiten mit den Kovarianzen:

) u(Xy, Xp) -+ U(Xq, Xg)
2 .o
U, = U(Xzzx)ﬁ) U()iz) U(X2:: er); 1)
U(Xp, X1) UXp, Xp) =+ U(X,)?
Vektor mit den Ableitungen nach den EingangsgroBen:
fl,= 2L o0 .o (22)
’ 0X; 0Xy X,

Die kombinierte Messunsicherheit u.(y) der zu bestimmenden
GroBe y = f(x;) ergibt sich dann zu

Uc(y)1,1 :+\/fT1,n 'Un.n ' fn,1 .

(23)

3.3.3. Erweiterungsfaktor
und erweiterte Messunsicherheit