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Mit der am 17. Mérz 2009 gestarteten Satellitengradiometriemission GOCE (Gravity Field and Steady-
State Ocean Circulation Explorer) ist es erstmals moglich, zur Bestimmung des Erdschwerefeldes
Gravitationsgradienten (zweite Ableitungen des Gravitationspotentials) in Satellitenhéhe zu messen.
Durch die topographischen Erdmassen werden in den Gradienten hochfrequente Signalanteile, soge-
nannte topographische Effekte, induziert. Eine stabile Fortsetzung der Gradienten nach unten wird
dadurch erschwert. Zur Gléattung des Signals ist es daher sinnvoll, vor der Fortsetzung topographische

Reduktionen an die gemessenen Gradienten anzubringen.

Die Bestimmung topographischer Effekte beruht auf der Auswertung von Funktionalen des Newton-
Integrals, wobei im Fall von GOCE die zweiten Ableitungen des Gravitationspotentials zu bilden
sind. Zur numerischen Berechnung ist eine Modellierung und Diskretisierung des gestellten Problems
durchzufiihren. Die Topographie wird hierzu in endlich grofile Massenkérper unterteilt und der Gesamt-
effekt durch die Summe der Beitrige dieser einzelnen Massenelemente berechnet. In ellipsoidischer bzw.

sphérischer Approximation eignen sich vor allem Tesseroide zur Modellierung (sieche Abb. 1).

Vor dem Hintergrund der Auswertung der GOCE-Gradienten in nahezu Echtzeit wurden im Rahmen
dieser Diplomarbeit verschiedene Untersuchungen zur effizienten Berechnung topographischer Effekte
auf den Gradiententensor durchgefiihrt. Ausgangspunkt waren dabei bestehende Programmroutinen
fiir die Massenmodellierung mittels Tesseroiden, die durch die Dissertation von F. Wild-Pfeiffer am

Geodétischen Institut Karlsruhe vorlagen.

Nach einer Validierung und Optimierung der bestehenden Programmroutinen wurden zunéchst einige
theoretische Untersuchungen beziiglich der verwendeten Tesseroidformeln durchgefithrt. Hierbei konnte
im Gegensatz zur bisherigen Vorgehensweise ein alternativer Weg aufgezeigt werden, der zur Ableitung
optimierter Tesseroidformeln gefithrt hat. Die Anzahl der notwendigen Integrationsauswertungen wird
hierdurch von neun auf sechs verringert. Zudem hat sich die Formelstruktur wesentlich vereinfacht und
kann in einer kompakten Index-Schreibweise angegeben werden. Eine in den urspriinglichen Formeln

vorhandene Singularitét konnte beseitigt und somit die numerische Stabilitat erhoht werden.
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Abb. 1: Geometrie eines sphérischen Tesseroids

Da die auszuwertenden Integrale fir den Fall des Tesseroids analytisch nicht lésbar sind, muss
auf numerische Naherungsverfahren oder Approximationen zuriickgegriffen werden. Hierzu wurden
innerhalb der Arbeit verschiedene Verfahren vorgestellt und ausgehend von den optimierten Tesseroid-
formeln entsprechende Berechnungsformeln implementiert. Als Naherungsverfahren wurden die Taylor-
Reihenentwicklung des Integranden und anschlieBende gliedweise Integration sowie die rein numerische
Integration mittels Gaufl-Legendre-Kubatur angewandt. Fiir den Fall der Gauf-Legendre-Kubatur
wurden dabei drei Varianten mit einer, acht und 27 Stiitzstellen betrachtet. Unter der Annahme
lokaler Massenerhaltung wurde als Approximation fiir Tesseroide eine Modellierung mit Quadern
und Punktmassen angewandt. Hierbei wurden fiir den Quader Auswerteverfahren mittels analytischer

Berechnungsformeln und mittels Taylor-Reihenansatz umgesetzt.

Im Rahmen von numerischen Untersuchungen wurden die Berechnungsverfahren hinsichtlich ihrer
erreichbaren Genauigkeit und Rechenzeit bei der Modellierung topographischer Effekte auf den Gradi-

ententensor analysiert. Dies erfolgte fiir drei verschiedene Topographieauflosungen (5, 15" und 30").

Innerhalb der Genauigkeitsanalyse wurde deutlich, dass der durch die Modellierung entstehende Appro-
ximationsfehler stark von der Poldistanz des Berechnungspunktes abhéngt. Die maximalen Fehlerwerte
werden dabei fiir jedes Verfahren stets im Bereich des Pols erreicht und in Richtung des Aquators um
einige GroBenordnungen kleiner. Entsprechend der sich ergebenden Approximationsfehler wurden die
Berechnungsverfahren in zwei Genauigkeitsklassen eingeteilt. In Abb. 2a sind fiir eine Topographieauf-
16sung von 15" die Approximationsfehler fiir die Verfahren der Punktmassen-Approximation (mpoint),
der GauB-Legendre-Kubatur mit einer Stiitzstelle (tess 3D 1) und der Quader-Approximationen
(quad analy, quad taylor) dargestellt. Abb. 2b zeigt entsprechende Ergebnisse fiir die Verfahren der
Taylor-Reihenentwicklung (tess taylor) sowie die Gauf-Legendre-Kubatur mit acht und 27 Stiitzstellen



(tess 3D 8, tess 3D 27). Um eine ausreichende Genauigkeit bei der Modellierung zu gewéhrleisten,
wurde in Abstimmung mit der bei GOCE erreichbaren Messgenauigkeit ein maximal zuléssiger Appro-
ximationsfehler von 1072 mE festgelegt. Fiir jedes Verfahren konnte genau ein Poldistanzwert ermittelt

werden, ab der diese Genauigkeitsgrenze eingehalten wird.

Topographie: Agp= A\ =157, h=1000 m

Topographie: Ap= A\ = 15", h =1000 m
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Abb. 2: Approximationsfehler der einzelnen Berechnungsverfahren

Durch den Vergleich der Rechenzeiten konnte gezeigt werden, dass Verfahren, die grofiere Approximati-
onsfehler hervorrufen, tendenziell geringere Laufzeiten aufweisen, dadurch aber auch mit einer héheren
Topographieauflésung berechnet werden kénnen. Im Vergleich zu den urspriinglichen Programmroutinen
konnten aufgrund der durchgefithrten Optimierungen fiir alle Verfahren deutliche Reduktionen der

Laufzeiten bewirkt werden. Die Rechenzeitersparnisse liegen dabei zwischen 49 % und 93 %.

Basierend auf den numerischen Untersuchungen dieser Arbeit wurde im Gegensatz zur klassischen
Einteilung der topographischen Massen in einen Nah- und Fernbereich eine Modellierung in Ab-
héngigkeit vom Poldistanzwert des Berechnungspunktes vorgeschlagen. Aus der Kombination von
Poldistanz des Berechnungspunktes, geforderter Genauigkeit und Rechenzeit wurden hierzu Bedin-
gungen abgeleitet, wann welches Berechnungsverfahren fiir eine effiziente Modellierung eingesetzt
werden kann. Die ausgewédhlten Verfahren fiir den Anwendungsfall GOCE sind die Punktmassen-
Approximation mit einer Topographieauflosung von 30’ und 15’ sowie die Taylor-Reihenentwicklung

mit einer Topographieauflésung von 30'.

Ergebnisse dieser Diplomarbeit wurden u.a. im Rahmen eines Vortrags auf der Geodéatischen Woche 2009

in Karlsruhe prasentiert:
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